
　第５７卷　第 ４期
２０１８年　７月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５７　Ｎｏ４
Ｊｕｌ　２０１８

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１８０４００７

比例延迟分数阶 Ｖｏｌｔｅｒｒａ型方程的谱分析
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摘　要：对比例延迟分数阶Ｖｏｌｔｅｒｒａ型方程进行谱分析，首先通过变量变换予以正则化，然后利用谱方法求逼
近解和逼近导数，最后给出严格的误差分析并获得方程在Ｌ∞ 和Ｌ２ωα，β空间中真解与逼近解以及精确导数与逼近
导数之间的误差呈指数收敛的结论。
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　　Ｖｏｌｔｅｒｒａ型方程作为数学模型出行在许多应用
领域中，如通信系统［１］，水文模型［２］，生物种群

问题［３］等等。然而早期关于该类方程的研究都是

理论分析居多，随着社会经济的发展，科学研究逐

步深入，由实际问题导出的模型越来越复杂，呼吁

着高效分析方法的产生。关于 Ｖｏｌｔｅｒｒａ型方程收敛
性分析，受到广泛的关注［４－１３］，如线性多步法［４］，

逐片多项式法［５］，ＨＰ间断 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法［６］，谱配置

法［８－１１］，其中谱配置法具有高效的指数收敛速度

已被大量应用于解决各类整数阶 Ｖｏｌｔｅｒｒａ方程，这
里仅列举各类方程的一个代表：积分方程［８］、微

积分程［９］、弱奇异核方程［１０］、非线性方程［１１］，其

中包含延迟的情形［８－１０］，然而这些都是整数阶情

形，该类方程的分数阶类型研究不多［１２－１３］，而分

数阶微积分方程因更好地刻画和描述了自然现象、

动态系统的变化过程近几年来得到了广泛的应

用［１４－１６］，故本文在已有整数阶 Ｖｏｌｔｅｒｒａ方程研究
的基础上将其推广至被积函数带比例延迟的分数阶

情形，方程形式如下

ＤζＨ（ｘ）－Ｈ（ｘ）－∫
ｘ

０
Ｋ（ｘ，ｓ）Ｈ（ρｓ）ｄｓ＝Ｇ（ｘ），

　　　　　　ｘ∈［０，Ｘ］
Ｈ（０）＝Ｈ０

{
，

（１）
其中Ｇ与Ｋ为已知足够光滑的函数，０＜ρ，ζ＜１，
Ｈ（ｘ）未知且Ｈ０是已知常数，Ｄζ表示ζ阶Ｃａｐｕｔｏ分
数阶导数，在本文具体为

ＤζＨ（ｘ）＝ １
Γ（１－ζ）∫

ｘ

０

Ｈ′（ｓ）
（ｘ－ｓ）ζ

ｄｓ （２）

相应的ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶积分为

ＩζＨ（ｘ）＝ １
Γ（ζ）∫

ｘ

０
（ｘ－ｓ）ζ－１Ｈ（ｓ）ｄｓ （３）
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Γ（·）为Ｇａｍｍａ函数。方程 （１）的初始条件结合
式 （２）和式 （３）可以得到

Ｈ（ｘ）－Ｈ（０）＝ １
Γ（ζ）∫

ｘ

０
（ｘ－ｓ）ζ－１ＤζＨ（ｓ）ｄｓ

（４）
为了进行谱分解，必须对式 （１）和式 （４）进行
变量代换，令

ｘ＝Ｘ２（１＋ｔ），ｓ＝
Ｘ
２（１＋τ）

倘若记

ｈ（ｔ）＝Ｈ（Ｘ２（１＋ｔ）），ｇ（ｔ）＝Ｇ（
Ｘ
２（１＋ｔ）），

Ｋ
∧
（ｔ，τ）＝Ｘ２Ｋ（

Ｘ
２（１＋ｔ），

Ｘ
２（１＋τ））

则

Ｄζｈ（ｔ）－ｈ（ｔ）－

∫
ｔ

－１
Ｋ
∧
（ｔ，τ）ｈ（ρτ＋ρ－１）ｄτ＝ｇ（ｔ） （５）

ｈ（ｔ）－ｈ（－１）＝
１
Γ（ζ）

（
Ｔ
２）

ζ∫
ｔ

－１
（ｔ－τ）ζ－１Ｄζｈ（τ）ｄτ （６）

其中ｔ∈［－１，１］，令 －μ＝ζ－１，｛ｔｉ｝
Ｎ
ｉ＝０表示一组

配置点，它是 Ｎ＋１个 ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ点，相应的权
记为ωα，β，则方程 （５）和方程 （６）在配置点ｔｉ上
显然成立

Ｄζｈ（ｔｉ）－ｈ（ｔｉ）－

∫
ｔｉ

－１
Ｋ
∧
（ｔｉ，τ）ｈ（ρτ＋ρ－１）ｄτ＝ｇ（ｔｉ） （７）

ｈ（ｔｉ）－ｈ（－１）＝
１
Γ（ζ）

（
Ｔ
２）

ζ∫
ｔｉ

－１
（ｔｉ－τ）

－μＤζｈ（τ）ｄτ （８）

为了获得更高的精度，需进行适当的线性变换，为

此令

τ（ｔ，θ）＝１＋ｔ２ θ＋
ｔ－１
２ （９）

其中 －１≤θ≤１，若记

ｋ（ｔ，τ（ｔ，θ））＝１＋ｔ２ Ｋ
∧
（ｔ，τ（ｔ，θ））

则方程 （７）和方程 （８）可以重记为
Ｄζｈ（ｔｉ）－ｈ（ｔｉ）－

∫
１

－１
ｋ（ｔｉ，τ（ｔｉ，θ））ｈ（ρτ（ｔｉ，θ）＋ρ－１）ｄθ＝ｇ（ｔｉ）

（１０）
ｈ（ｔｉ）－ｈ（－１）＝

Ｔζ

Γ（ζ）
（
１＋ｔｉ
４ ）

ζ∫
１

－１
（１－θ）－μＤζｈ（τ（ｔｉ，θ））ｄθ

（１１）

下面进行谱逼近，首先对于式 （１０），用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ
Ｇａｕｓｓ积分法则进行近似计算，权为 ｛ωｌ｝

Ｎ
ｌ＝０，即

Ｊａｃｏｂｉ权｛ω０，０ｌ ｝
Ｎ
ｌ＝０，则

Ｄζｈ（ｔｉ）－ｈ（ｔｉ）－

∑
Ｎ

ｌ＝０
ｋ（ｔｉ，τ（ｔｉ，θｌ））ｈ（ρτ（ｔｉ，θｌ）＋ρ－１）ωｌ≈ｇ（ｔｉ）

其中｛θｌ｝
Ｎ
ｌ＝０是一组ＬｅｇｅｎｄｒｅＧａｕｓｓ点，相应 （１１）

可近似为

ｈ（ｔｉ）－ｈ（－１）≈
Ｔζ

Γ（ζ）
（
１＋ｔｉ
４ ）

ζ∑
Ｎ

ｌ＝０
Ｄζｈ（τ（ｔｉ，珓θｌ））ω

－μ，０
ｌ

其中 ｛珓θｌ｝
Ｎ
ｌ＝０是一组 ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ点，相应的权为

｛ω－μ，０ｌ ｝Ｎｌ＝０。

记

ｈｉ≈ｈ（ｔｉ），Ｄζｈｉ≈Ｄζｈ（ｔｉ），

Ｆ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
ｈｉＦｉ（ｔ），ＤζＦ（ｔ）＝∑

Ｎ

ｉ＝０
ＤζｈｉＦｉ（ｔ）

其中 Ｆｉ（ｔ）（０≤ ｉ≤ Ｎ）是以 ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ点
｛ｔｉ｝

Ｎ
ｉ＝０为插值点的Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，谱配置方

法即寻求Ｆ（ｔ），ＤζＦ（ｔ）使得满足如下方程

Ｄζｈｉ－ｈｉ－∑
Ｎ

ｌ＝０
ｋ（ｔｉ，τ（ｔｉ，θｌ））·

Ｆ（ρτ（ｔｉ，θｌ）＋ρ－１）ωｌ＝ｇ（ｔｉ） （１２）
ｈｉ－ｈ（－１）＝

Ｔζ

Γ（ζ）
（
１＋ｔｉ
４ ）

ζ∫
１

－１
（１－θ）－μＤζＦ（τ）ｄτ （１３）

　　注１　ＤζＦ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
ＤζｈｉＦｉ（ｔ）∈ＰＮ，

∑
Ｎ

ｌ＝０
ＤζＦ（τ（ｔｉ，珓θｌ））ω

－μ，０
ｌ
＝∫

１

－１
（１－θ）－μＤζＦ（τ）ｄτ

另外，以下篇幅 Ｃ表示与 Ｎ无关正的常数，ｈ∈
Ｈｍωα，β（Ｉ），ｍ≥１，α，β＞－１，γ＝ｍａｘ｛α，β｝。

１　若干引理

引理 １［１７］　假设用带 Ｊａｃｏｂｉ权 Ｎ＋１个点的
Ｇａｕｓｓ积分公式计算ｈφ的积分，φ∈ＰＮ，则

（ｈ，φ）ωα，β－（ｈ，φ）Ｎ ≤ＣＮ
－ｍ ｈＨｍ，Ｎωα，β（Ｉ）

φＬ２ωα，β（Ｉ）

其中

ｈＨｍ，Ｎωα，β（Ｉ）
＝（ ∑

ｍ

ｊ＝ｍｉｎ（ｍ，Ｎ＋１）
ｊｔｈ

２
Ｌ２ωα，β（Ｉ）

）
１
２，

（ｈ，φ）Ｎ ＝∑
Ｎ

ｊ＝０
ｈ（ｔｊ）φ（ｔｊ）ωｊ （１４）

　　引理２［１０，１８］　ＩＮｈ表示以Ｎ＋１个权为ωα
，β的

ＪａｃｏｂｉＧａｕｓｓ点 ｛ｔｉ｝
Ｎ
ｉ＝０为插值基点的插值多项式，

即ＩＮｈ＝∑
Ｎ

ｉ＝０
ｈ（ｔｉ）Ｆｉ（ｔ），则

７５
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ＩＮ Ｌ∞（Ｉ）≤ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］
∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｆｉ（ｔ） ＝

Ｏ（ｌｏｇＮ），－１＜α，β≤－１２，

Ｏ（Ｎ
１
２＋γ），其它情形

{
　　　　

（１５）

且

ｈ－ＩＮｈＬ２ωα，β（Ｉ）
≤ＣＮ－ｍ ｈＨｍ，Ｎωα，β（Ｉ）

（１６）

ｈ－ＩＮｈＬ∞（Ｉ）≤

ＣＮ
１
２－ｍｌｏｇＮｈＨ

ｍ，Ｎ

ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ），－１＜α，β≤－

１
２

ＣＮ１＋γ－ｍ ｈＨ
ｍ，Ｎ

ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ），　

{
其它情形

（１７）
　　引理 ３［１９－２０］　对于一个非负整数 ｒ和 κ∈
［０，１］，存在一个常数Ｃｒ，κ ＞０，使得对于任意函数
ｖ∈Ｃｒ，κ（［－１，１］）都存在一个多项式函数 ＴＮｖ∈
ＰＮ，有

ｖ－ＴＮｖＬ∞（Ｉ）≤Ｃｒ，κＮ
－（ｒ＋ｋ） ｖｒ，κ

其中 · ｒ，κ是Ｃ
ｒ，κ（［－１，１］）空间的标准范数，而

ＴＮ是一个从 Ｃ
ｒ，κ（［－１，１］））映到 ＰＮ的线性算

子。

引理４［２１］　κ∈［０，１］，０≤κ＜１－μ，定义珓ｋ：

珓ｋｖ（ｔ）＝∫
ｔ

－１
（ｔ－τ）－μｋ（ｔ，τ）ｖ（τ）ｄτ

则对于任意函数ｖ∈Ｃ（［－１，１］），都存在一个正的
常数Ｃ使得

珓ｋｖ（ｔ′）－珓ｋｖ（ｔ″）
ｔ′－ｔ″κ

≤Ｃ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

ｖ（ｔ）

这里ｔ′、ｔ″∈［－１，１］且ｔ′≠ｔ″，这意味着 珓ｋｖ０，κ
≤Ｃ ｍａｘ

ｔ∈［－１，１］
ｖ（ｔ）。

引理５［２２］　对所有可测函数ｆ≥０，当１＜ｐ≤
ｑ＜∞时，都有如下广义Ｈａｒｄｙ不等式

∫
ｂ

ａ
（Ｔｆ）（ｔ）ｑｈ（ｔ）ｄ( )ｔ

１
ｑ≤ ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｔ）ｐｖ（ｔ）ｄ( )ｔ

１
ｐ

成立当且仅当

ｓｕｐ
ａ＜ｘ＜ｂ∫

ｂ

ｘ
ｕ（ｔ）ｄ( )ｔ

１
ｑ∫

ｘ

ａ
ｖ１－ｐ′（ｔ）ｄ( )ｔ

１
ｐ′ ＜∞，ｐ′＝ ｐ

ｐ－１
这里的函数Ｔ是一个算子

（Ｔｆ）（ｔ）＝∫
ｔ

ａ
ｋ（ｔ，τ）ｆ（τ）ｄτ

其中函数ｋ（ｔ，τ）是一个给定的核函数，ｕ和 ｖ都是
非负的权函数且 －∞≤ａ＜ｂ≤∞。

引理６［２３］　对于每个有界函数ｖ，有

ｓｕｐ
Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝０
ｖ（ｔｉ）Ｆｉ（ｔ）Ｌ２ωα，β（Ｉ）

≤Ｃ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

ｖ（ｔ）

２　结　论
定理１　令 ｈ（ｔ）是方程 （５） － （６）的解，

并假定足够光滑，若 ＤζＦ（ｔ）是通过谱方法由方程
（１２）和方程 （１３）获得的逼近解及逼近导数，
０≤ζ＜１，其误差函数为 Ｄζｅ（ｔ） ＝ＤζＦ（ｔ）－
Ｄζｈ（ｔ），则当Ｎ足够大有

Ｄζｅ（ｔ）Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ－ｍｌｏｇＮ（ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

｜ｋ（ｔ，τ（ｔ，θ））｜Ｈｍ，Ｎω０，０（Ｉ）

ｈＬ２（Ｉ）＋Ｎ
１
２Ω），－１＜α，β≤－１２，

ＣＮγ＋
１
２－ｍ（ｍａｘ

ｔ∈［－１，１］
｜ｋ（ｔ，τ（ｔ，θ））｜Ｈｍ，Ｎω０，０（Ｉ）

ｈＬ２（Ｉ）＋Ｎ
１
２Ω），















其它情形

Ｄζｅ（ｔ）Ｌ２ωα，β（Ｉ）
≤

ＣＮ－ｍ（Ｖ１＋Ｎ
－κｌｏｇＮＶ２＋Ｖ３＋Ｎ

１
２－κｌｏｇＮΩ），

－１＜α，β≤－１２，

ＣＮ－ｍ（Ｖ１＋Ｎγ
－１２－κＶ２＋Ｖ３＋Ｎγ

－κΩ），













其它情形

这里

Ω ＝ ＤζｈＨ
ｍ，Ｍ
ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ）＋ ｈＨ

ｍ，Ｍ
ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ），

Ｖ１ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

｜Ｋ
∧
（ｔ，τ）｜Ｈｍ，Ｎω０，０（Ｉ）·

（ｈＬ２（Ｉ）＋ ＤζｈＨ１，Ｎ
ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ）＋ ｈＨ１，Ｎ

ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ）），

Ｖ２ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

｜Ｋ
∧
（ｔ，τ）｜Ｈｍ，Ｎω０，０（Ｉ） ｈＬ２（Ｉ），

Ｖ３ ＝ ＤζｈＨｍ，Ｎωα，β（Ｉ）
＋ ｈＨｍ，Ｎωα，β（Ｉ）

　　证明　利用离散内积记号 （１４）可以把方程
（１２）重记为
Ｄζｈｉ－ｈｉ－（ｋ（ｔｉ，τ），Ｆ（ρτ＋ρ－１））Ｎ ＝ｇ（ｔｉ）
若记

Ｊ（ｔ）＝（ｋ（ｔ，τ），Ｆ（ρτ＋ρ－１））Ｎ －
（ｋ（ｔ，τ），Ｆ（ρτ＋ρ－１））ω０，０

则还可将上式记为

Ｄζｈｉ－ｈｉ－（ｋ（ｔｉ，τ），
Ｆ（ρτ＋ρ－１））ω０，０－Ｊ（ｔｉ）＝ｇ（ｔｉ） （１８）

再由式 （９）知，式 （１８）和式 （１３）分别可以化
为

Ｄζｈｉ－ｈｉ－

∫
ｔｉ

－１
Ｋ
∧
（ｔｉ，τ）Ｆ（ρτ＋ρ－１）ｄτ－Ｊ（ｔｉ）＝ｇ（ｔｉ）

（１９）
ｈｉ－ｈ（－１）＝

８５
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１
Γ（ζ）

Τ( )２
ζ∫
ｔｉ

－１
（ｔｉ－τ）

－μＤζＦ（τ）ｄτ （２０）

式 （１９）和式 （２０）分别减去式 （７）和式 （８），

然后两边同乘以∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｆｉ（ｔ）得

Ｄζｅ（ｔ）＝

ｅ（ｔ）＋∫
ｔ

－１
Ｋ
∧
（ｔ，τ）ｅ（ρτ＋ρ－１）ｄτ＋∑

４

ｊ＝１
Ｉｊ（ｔ）

（２１）
ｅ（ｔ）＝

１
Γ（ζ）

Τ( )２
ζ∫
ｔ

－１
（ｔ－τ）－μＤζｅ（τ）ｄτ＋Ｉ２（ｔ）＋Ｉ５（ｔ）

（２２）
这里

Ｉ１（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｊ（ｔｉ）Ｆｉ（ｔ），Ｉ２（ｔ）＝ｈ（ｔ）－ＩＮｈ（ｔ），

Ｉ３（ｔ）＝ＩＮＤζｈ（ｔ）－Ｄζｈ（ｔ），

Ｉ４（ｔ）＝ＩＮ∫
ｔ

－１
Ｋ
∧
（ｔ，τ）ｅ（ρτ＋ρ－１）ｄτ－

∫
ｔ

－１
Ｋ
∧
（ｔ，τ）ｅ（ρτ＋ρ－１）ｄτ，

Ｉ５（ｔ）＝
１
Γ（ζ）

Τ( )２
ζ
·

ＩＮ∫
ｔ

－１
（ｔ－τ）－μＤζｅ（τ）ｄτ－∫

ｔ

－１
（ｔ－τ）－μＤζｅ（τ）ｄ( )τ

根据Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ公式

∫
ｔ

－１∫
τ

－１
Φ（τ，ξ）ｄξｄτ＝∫

ｔ

－１∫
ｔ

ξ
Φ（τ，ξ）ｄτｄξ

得

Ｄζｅ（ｔ）≤

ｅ（ｔ）＋Ｃ１∫
ｔ

－１
Ｄζｅ（ρξ＋ρ－１）ｄξ＋

Ｃ１∑
５

ｊ＝１
Ｊｊ（ｔ） （２３）

其中Ｃ１是正的常数，而

∫
ｔ

－１
Ｄζｅ（ρξ＋ρ－１）ｄξ＝

１
ρ∫

ρｔ＋ρ－１

－１
Ｄζｅ（ｚ）ｄｚ＜

１
ρ∫

ｔ

－１
Ｄζｅ（ｚ）ｄｚ

因为０＜ρ＜１，ρｔ＋ρ－１＝ρ（ｔ＋１）－１＜ｔ，故
由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式知

Ｄζｅ（ｔ）Ｌ∞（Ｉ）≤Ｃ（ｅ（ｔ）Ｌ∞（Ｉ）＋∑
５

ｊ＝１
Ｉｊ（ｔ）Ｌ∞（Ｉ））

（２４）
再由式 （２２）有

ｅ（ｔ）Ｌ∞（Ｉ）≤Ｃ Ｄζｅ（ｔ）Ｌ∞（Ｉ）＋∑
ｊ＝２，５

ＩｊＬ∞（Ｉ( )
）

（２５）

综上得

Ｄζｅ（ｔ）Ｌ∞（Ｉ）≤Ｃ∑
５

ｊ＝１
ＩｊＬ∞（Ｉ） （２６）

　　下面对 ＩｊＬ∞（Ｉ）ｊ＝１，…，５进行误差估计，首
先由引理１结论知

Ｊｉ（ｔ）≤ＣＮ
－ｍ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

Ｋ
∧
（ｔ，τ）Ｈ

ｍ，Ｎ
ω０，０（Ｉ）

ＦＬ２（Ｉ）≤

ＣＮ－ｍ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

Ｋ
∧
（ｔ，τ）Ｈ

ｍ，Ｎ
ω０，０（Ｉ）

（ｈＬ２（Ｉ）＋ ｅＬ∞（Ｉ））

再利用引理２的式 （１５），有
Ｉ１ Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣｌｏｇＮｍａｘ
０≤ｉ≤Ｎ

Ｊｉ，－１＜α，β≤－
１
２；

ＣＮ
１
２＋γｍａｘ

０≤ｉ≤Ｎ
Ｊｉ，

{
其它情形

≤

ＣＮ－ｍｌｏｇＮ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

Ｋ
∧
（ｔ，τ）Ｈｍ，Ｎ

ω０，０
（ｈＬ２（Ｉ）＋ ｅＬ∞（Ｉ）），

　　　　　 －１＜α，β≤－１２；

ＣＮ
１
２＋γ－ｍ ｍａｘ

ｔ∈［－１，１］
Ｋ
∧
（ｔ，τ）Ｈｍ，Ｎω０，０（ｈＬ２（Ｉ）＋ ｅＬ∞（Ｉ）），












其它情形

（２７）
又由引理２的式 （１７）有

Ｉ２ Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ
１
２－ｍｌｏｇＮｈＨ

ｍ，Ｎ
ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ），－１＜α，β≤－

１
２；

ＣＮ１＋γ－ｍ ｈＨ
ｍ，Ｎ
ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ），

{
其它情形

（２８）
Ｉ３ Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ
１
２－ｍｌｏｇＮＤζｈＨ

ｍ，Ｎ
ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ），－１＜α，β≤－

１
２；

ＣＮ１＋γ－ｍ ＤζｈＨ
ｍ，Ｎ
ω－
１
２，－

１
２
（Ｉ），

{
其它情形

（２９）
再次利用引理２中的式 （１７），令ｍ＝１，有

Ｉ４ Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ－
１
２ｌｏｇＮ∫

ｔ

－１
Ｋ
∧
（ｔ，τ）ｅ（ρτ＋ρ－１）ｄτ

Ｈ１，Ｎω－１２，－
１
２
（－１，１）
，

－１＜α，β≤－１２；　　　　　≤

ＣＮγ∫
ｔ

－１
Ｋ
∧
（ｔ，τ）ｅ（ρτ＋ρ－１）ｄτ

Ｈ１，Ｎω－１２，－
１
２
（－１，１）

，















其它情形

ＣＮ－
１
２ｌｏｇＮｅＬ∞（Ｉ），－１＜α，β≤－

１
２，

ＣＮγ ｅＬ∞（Ｉ），
{

其它情形

（３０）

９５
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现估计Ｊ５（ｔ），根据引理４令ｋ（ｔ，τ）＝
１
Γ（ζ）

（
Ｔ
２）

ζ，

同时利用引理２、引理３，有
Ｉ５ Ｌ∞（Ｉ） ＝ （ＩＮ －Ｉ）珓ｋＤζｅＬ∞（Ｉ） ＝

（ＩＮ －Ｉ）（珓ｋＤζｅ－ＴＮ珓ｋＤζｅ）Ｌ∞（Ｉ）≤

（１＋ ＩＮ Ｌ∞（Ｉ））ＣＮ
－κ 珓ｋＤζｅ０，ｋ≤ （３１）

ＣＮ－κｌｏｇＮＤζｅＬ∞（Ｉ），－１＜α，β≤－
１
２；

ＣＮ
１
２＋γ－κ ＤζｅＬ∞（Ｉ），

{
其它情形

最后一个不等式，在以下情况下使用引理４

０＜κ＜１＋γ，－１＜α，β≤－１２；

ｍａｘ｛１２＋γ，０｝＜κ＜１＋γ，　
{ 其它情形

综上分析由式 （２７） －（３１），定理第一个结论获
证。下面再由式 （２３），利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ定理及引理
５有

ＤζｅＬ２ω－μ，－μ（Ｉ）≤Ｃ∑
５

ｊ＝１
ＩｊＬ２ω－μ，－μ（Ｉ） （３２）

由引理６可得
Ｉ１ Ｌ２ωα，β（Ｉ）

≤Ｃ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

Ｊ（ｔ）≤

ＣＮ－ｍ ｍａｘ
ｔ∈［－１，１］

｜Ｋ
∧
（ｔ，τ）｜Ｈｍ，Ｎω０，０（Ｉ）（ｈＬ２（Ｉ）＋ ｅＬ∞（Ｉ））

（３３）

再由引理２的式 （１６）可以得到
Ｉ２ Ｌ２ωα，β（Ｉ）

≤ＣＮ－ｍ ｈＨｍ，Ｎωα，β（Ｉ）
，

Ｉ３ Ｌ２ωα，β（Ｉ）
≤ＣＮ－ｍ ＤζｈＨｍ，Ｎωα，β（Ｉ）

（３４）

对于 Ｉ４（ｔ）的估计，使用引理 ２的式 （１６）并令
ｍ＝１时，得

Ｊ４ Ｌ２ωα，β（Ｉ）
≤

ＣＮ－１∫
ｔ

－１
Ｋ
∧
（ｔ，τ）ｅ（ρτ＋ρ－１）ｄτ

Ｈ１，Ｎ
ωα，β

（Ｉ）
≤

ＣＮ－１ ｅＬ２ωα，β （３５）

对于Ｉ５（ｔ）的估计，借助引理３，引理４和引理５，
且当κ∈（０，１－μ）有
Ｉ５ Ｌ２ωα，β（Ｉ）

＝ （ＩＮ －Ｉ）（珓ｋＤζｅ－ＴＮ珓ｋＤζｅ） Ｌ２ω－μ，－μ（Ｉ）
≤

ＩＮ（珓ｋＤζｅ－ＴＮＤζｅ）Ｌ２ωα，β（Ｉ）
＋

（珓ｋＤζｅ－ＴＮＤζｅ） Ｌ２ωα，β（Ｉ）
≤

Ｃ（珓ｋＤζｅ－ＴＮＤζｅ）Ｌ∞（Ｉ）≤

ＣＮ－κ 珓ｋＤζｅ０，ｋ≤ＣＮ
－κ ＤζｅＬ∞（Ｉ） （３６）

式 （３３）与式 （３６）利用定理第一个结论，令
ｍ＝１即可得定理第二个结论。
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